1. Variabelsammenhaenge og linezere funktioner

c) Plot residualerne som funktion af den uafhaengige variable (den opleste maengde am-
moniumnitrat). Det ligner forhabentlig illustrationen. Dette er residualplottet knyttet til
modellen.

d) Veerktajsprogrammet kan automatisk udregne residualerne og tegne et residualplot.
Fa& programmet til at udfere dette. Det ligner forhabentlig det plot, du selv udferte.

(Du kan pa bogens website finde en vejledning i, hvor- - 5
dan dette udfores i de gaengse veerktojsprogrammer). 3’: l
i [} ®
e) Kommenter kvaliteten af modeillen p& baggrund af 0 058 ] T5e 3 25
residualplottet. Her omtales som naevnt normalt star- -0, ' * v . ®
relsen af afvigelserne mellem de empiriske data og 04
modelveerdierne, samt om disse afvigelser har en Et residualplot, der harer til et andet dataszet og en
systematisk karakter eller ser tilfseldige ud. anden model, hvor r? = 0,95. Afvigelserne er systema-

tiske (de ligger pé en "kaade"), s& modellen er ikke god.

Praxis: Fremgangsmade ved linezr regression

Vi har givet et dataseet. Opgaven gar ud pa at opstille den bedst mulige linezere model ved anvendelse

af regression. Heri ligger et krav om, at vi skal anvende alle punkterne.

1. Indskriv datapunkternes uafthaengige og afhasngige vaerdier i det format dit veerktojsprogram kraever
for at udfore regression.

2. Plot datapunkterne som en dokumentation af det rimelige i at udfore linezer regression.

3. Fa veerktojsprogrammet til at udfere lineaer regression og angiv a og b -vaerdierne samt regnefor-
skriften som svar pa opgavens spaergsmal.

4. Benyt veerktojsprogrammet til at tegne residualplottet, og kommentér, hvorvidt "kravet” om tilfeeldig
fordeling af datapunkterne i forhold til grafen er overholdt.

Opgaver
| kapitel 4 findes en reekke opgaver om emnet lineger regression.

8. Lineaere funktioner f(x)=ax + b

Vi skal i dette afsnit se neermere pé den linezere funktion og dennes karakteristiske
egenskaber. For at gare det, er vi nedt til at have en preecis sprogbrug.

Definition: Linezr funktion
En variabel y siges at veere en line&r funktion af en anden variabel x, hvis der findes to tal a og b, sa

vi kan skrive sammenheengen pa formen: y =ax + b eller f(x) = ax + b, fordi f(x)=y.
Vi kalder b for konstantleddet (elier begyndelsesveerdien) og a for haeldnings-koefficienten
(eller stigningstallet). Bemaerk, at ax altid betyder a - x.

e Ty
e

ey

37

AT e R o


GS
Fremhæv

GS
Fremhæv


38

Pvelse 1.40
Angiv konstantled og hzeldningskoefficient for felgende linezere funktioner:
1) fix)=7x+23  2) f)=39x-12 3) fx)=0,2x 4) fix) =-2,2x+ 0,5

5) fx) =x-100  6) fix)=—x+5 7) fx) =5 8) f(x) =0

Definition: Grafen for en funktion
Grafen for en funktion, der er givet ved en regneforskrift, bestar af alle de punk-

ter (x,y), der passer ind i regneforskriften.

At et talpar passer ind i regneforskriften betyder, at ligningen er sand, nar vi indseetter

talparret.

Betragt fx den linesere funktion f(x) = 4x + 7.

Punktet (2,15) tilhgrer grafen, fordi f(2) =4 -2 + 7 =15, og y = 15.

Punktet (-3,-6) ligger ikke pa grafen, fordi f(-3) =4 - (-3) + 7 = -5, og y =-6.

Ovelse 1.41

Betragt den linezere funktion f(x) =-3x + 10.
Bestem tre punkter, der tilharer grafen.

Ovelse 1.42
Betragt den linezere funktion f(x) = 2x - 3.
a) Hvad er konstantleddet, og hvad er haeldningskoefficienten?

b) Udfyld sildebenet nedenfor.

s sl al2t-a]lal11efa]a

y =1f{x)

c) Forklar ud fra sildebenet betydningen af b og a.

d) Afsaet punkterne i et koordinatsystem, hvor x afsaettes ud ad 1. aksen,
og y op ad 2. aksen.

e) Hvad er den grafiske betydning af konstantleddet b?

f) Hvad er den grafiske (geometriske) betydning af haeldningskoefficienten a?
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1. Variabelsammenheange og linezere funktioner

Qvelse 1.43

Vi vil her eksperimentelt undersege, hvilken indflydelse a og b har pa grafens forlab.
Benyt dit vaerktajsprogram til at tegne grafen for en funktion med forskriften

fix) = a-x+b, hvor veerdien af de to konstanter a og b fastleegges ved hjeelp af "skydere".
Lad fx b lebe i intervallet fra —10,0 til 10,0, og lad a lgbe i intervallet fra —4,0 til 4,0.

a) Anvend variabelkontrol, hvor a holdes fast og b varieres.
Hvilken betydning har b for grafens forlgb?

b) Anvend variabelkontrol, hvor b holdes fast, og a varieres.
Hvilken betydning har a for grafens forlgb?

Eksempel: Bevis for a- og b-tallenes betydning
Betragt en linezer funktion med forskriften f(x) = ax + b
Det preecise argument for konstantleddets og for haeldningskoefficientens egenskab
er folgende:
Konstantleddet b.
Hvis vi indsaetter x = 0 i formlen, far vi
f(0)=a-0+b=0+b=b

Konkiusion: b er y-veerdien, nér x-vaerdien er 0.

Heeldningskoefficienten a.

Se pa et vilkarligt punkt pa grafen med koordinater (x, y;). Da punktet ligger pa grafen,
ma der ifelge definitionen pa en graf gaelde, at y,=a-x,+b.

LLad nu x, vokse med 1, dvs. vi gar 1 frem pd x-aksen og nér derved frem til punktet

(X2, ¥2), hvor x, = x, + 1. Den tilsvarende y-veerdi, som vi alts& kalder y,, er derfor givet ved

y,=a-x,+b Ifalge forskriften 1 '
y,=a-(x,+1)+b Vi har indsat x, = x, + 1 '5'5
y,=a-x,+a-1+b Parentesen er ganget ud b
y,=a-x,+b+a Leddene byttes rundt g! 1
|

De ferste to led pa hgjre side genkender vi som hgjre side i ligningen med y,, s& vi ind-
sastter y4 i stedet for disse to led og far:
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Y=y, ta w

i
Konkiusion: Nar den uafhaengige variabel x vokser med 1, vokser den afhaengige variabel I
y med a. i

Bemaerk: Hvis a er et negativt tal, vil y-vaerdien aftage, nér x-vaerdien vokser.

g

e

Gennemfer selv argumentet for falgende:

Nér x-veerdien vokser med 2, s& vokser y-vaerdien med 2a.

Nar x-veerdien vokser med 3, sé vokser y-vaerdien med 3a.

En tilvaekst i x-vaerdien kaldes ofte Ax, og tilsvarende kaldes en tilvaekst i y-veerdien Ay.
Nér x-veerdien generelt vokser med Ax, s& vokser y-veerdien med a- Ax, dvs. Ay = a Ax.
y-tilvaeksten er altsad proportional med x-tilvaeksten.

T asE e

39



GS
Fremhæv

GS
Fremhæv

GS
Fremhæv


P

Vi sammenfatter dette afsnit i en szetning.

Saetning 1: Den grafiske hetydning af a og b for funktioner med forskrift f{x) = ax + b,
1. Grafen skeerer y-aksen i punktet (0,6).
2. Nara er positiv, er f{x) = ax + b envoksende funktion.

Nar x-veerdien vokser med 1, vokser y-veerdien med a.

Nar x-veerdien vokser med Ax, sa vokser y-vaerdien med a -« Ax, dvs. Ay =a - Ax.
. Nara er negativ, er f{x)=ax + b en aftagende funktion.
Nar x-veerdien vokser med 1, aftager y-veerdien med a.
Nar x-veerdien vokser med Ax, sa aftager y-veerdien med a - Ax, dvs. Ay =a - Ax.
4. Naraer0,er y=ax+b enkonstant funktion y =b.

8.1 Grafen for linezere funktioner

Selv om man kunne synes, det ligger i navnet, at grafen for en linezer funktion ma vaere
en ret linje, s& skal man passe pa. Det er bare et navn, vi har givet bestemte funktioner,
nemlig dem, der kan beskrives ved en forskrift af typen f(x) = ax + b.

Men falgende saetning forteeller at navnet lineaer funktion er velvalgt.

Szatning 2

1. Enhver ret linje, der ikke er lodret, er graf for en linezer funktion.
2. Grafen for en linezer funktion er en ret linje, der ikke er lodret.

Bevis (iser for A-niveau)
Beviset kan ses pé bogens website.

Bvelse 1.44

Man kan anvende szetning 1 til at oversaette fra graf til formel og hurtigt skitsere grafer
ud fra regneforskrifter, nér det drejer sig om lineaere funktioner.

a) Bestem en forskrift for hver af de linezere funktioner, der har felgende rette linjer som
grafer:

by A B Ay

I
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b) Tegn i hdnden graferne for:

) fx)=2x+3 2 f)=-x-2 3) f(x)=§x+1

8.2 Regneforskrift for den linezre funktion

Hvis der i et koordinatsystem er givet to punkter, bestemmer de en ret linje, og hvis en
sédan ret linje ikke ligger lodret, er den graf for en bestemt lineger funktion f(x) = ax + b.
Regneforskriften for denne lineaere funktion ma derfor kunne bestemmes, dvs. vima
kunne finde tallene a og b.

N4r en opgave lyder, bestem den lineaere funktion, hvis graf gar gennem to givne
punkter, betyder det, at vi skal bestemme de to konstanter a og b og konkludere ved
at opskrive formien f(x) = ax + b, med de to konstanter indsat.

Eksempel: Beregning af forskriften ud fra 2 punkter
Vi vil bestemme forskriften for den linezere funktion, hvis graf gar gennem punkterne
(3,5) og (8,15).

Metode 1

Forskriften for den linegere funktion er f(x) =ax + b.
Ferst danner man sig et overblik ved hjzelp af en tabel, idet vi husker, at y = f(x).

Ud fra tabellen ser vi, at nar x-vaerdien vokser med 5, s& vokser y-vaerdien med 10.
Dvs. 5-a=10 ogderforer a =2, hvorfor forskriften er fix) =2x + b.

Vi bestemmer b ved at indseette et punkt.
Der er frit valg — vi indsaetter (8,15):

15=2-8+b
15=16+b
15-16=>b
b=-1

Konklusion: Den linezere funktion har forskriften: f(x)=2x —1.

+5 -
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Metode 2
Punkterne ligger pé grafen og passer derfor ind i forskriften. Vi indseetter de to punkter
i hver sin ligning og far:

15=a-8+b
5=a-3+b

Dette kalder vi for et system af to ligninger med to ubekendte, nemlig a og b.
Hvis vi traskker den nederste ligning fra den gverste, kan vi se, at b forsvinder, sa vi
ender med én ligning med én ubekendt:

15-5=8a-3a
10 =5a
_10_

a= 5 =2

Nu kan vi indszette a i en af de to ligninger ovenfor og bestemme b.
Der er frit valg ~ vi indsaetter i den gverste:

15=2-8+b
15=16+b
15-16=>b

]

Konklusion: Den lineasre funktion har forskriften: f(x)=2x-1.
Havde vi indsat a i den anden ligning, havde vi faet samme b-veerdi.

Ofte anvendes det andet punkt som kontrol: Hvis det er den korrekte ligning, sé skal
punktet (3,5), der ligger pa grafen, ogsé opfylde ligningen. Indszet (3,5) i f(x)=2x~1:

5=2:3-1
5=5

Eksempel: Regler for ligningslgsning

De regler for ligningslesning, vi har anvendt ovenfor, er kendt fra folkeskolen. | det
videre matematikforlab i gymnasiet vil du mede en mere systematisk gennemgang af
ligningslasning med og uden vaerktgjsprogrammer.

Pvelse 1.45

Bestem regneforskrifterne for de linezere funktioner, hvis grafer gar gennem:
1) (0,4) og (20,9) 2) (5,12) og (-11,36) 3) (7.9) og (28,9)

4) (17,68) og (42,218) 5) (-8,7) og (7,-3) 6) (-15,-23) og (0,2)

P ———
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fvelse 1.46 i
Bestem en ligning for den lineaere funktion, hvis graf:
a) gar gennem (0,-5) og har stigningstallet a = 4,2. i
{
b) gér gennem (321,467) og har stigningstallet a = -1. E
¢) gar gennem (-34,0) og har stigningstallet a = 1,5. l.«
i

Bvelse 1.47

Med et vaerktegjsprogram kunne vi ogsé bestemme regneforskriften ved at anvende

linezer regression pa de to punkter. Med to punkter vil linjen og regressionslinjen selv-
falgelig stemme 100% overens (overvej hvorforl). Hvis linjen er vandret, vil forklarings- '
graden r? ikke veere defineret, fordi y-veerdien i dette tilfeelde er uafheengig af x-veerdien.
Bestem forskriften ved hjeelp af lineaer regression for et par af opgaverne i gvelse 1.45.

o o e o e

Rette linjer spiller en stor rolle, ogsé som en tilneermelse til grafer der ikke er linezere. ;
Det skyldes, at stort set alie grafer er linezere "lokalt", dvs. hvis vi zoomer ind pé et ;!i':

meget lille omréade af en graf, sé vil den fremtraede mere og mere som en ret linje. Bl.a. il
derfor er vi interesserede i en formel for hzeldningskoefficienten fordi den ogsé kan Fid
fortzelle noget om egenskaber ved funktioner, der ikke er linezere.

Szining 3
Hvis grafen for den lineaere funktion f(x) = ax + b gar gennem punkterne {x;, ¥4) | ‘r!‘ ‘
og (x2,¥5), kan haeldningskoefficienten beregnes med formien: ; ,;I}

4y

a=22"Y% gor a=Y
- AX

XE 1

Husk, at hele tallet y,-y, divideres med hele tallet x, —x;. Hermed er formien vist. ity

Bevis

Vi gér frem som i eksemplets Metode 2. '

Punkterne ligger pa grafen og passer derfor ind i ligningen y = ax + b. l ’

Vi indsastter de to punkter i hver sin ligning og far: ‘u

Y2=aX,+b £!

Yi=a x,+b ‘.4

Huvis vi treekker den nederste ligning fra den sverste, kan vi se, at b forsvinder, sé vi }A:‘;
ender med én ligning med én ubekendt: I .

Y,—Y,=(@ x,+b)~(a x,+b) [’
Yo-Y,=ax,+b-a-x,-b Parentesregler II : ,

Yo-Yy,=a-Xx,—a-x, Reduktion 1
Yo—Vi=a-(x,—x)) . a saettes uden for parentes ; i

y —“;2:—3‘:‘ =a a isoleres ved at dividere (x, - x,) over ‘ i

2 1
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Eksempel: Hastighed som hzldningskoefficient

Ved en bevaegelse med konstant hastighed v vil sammenhaengen mellem
+* straekningen s og tiden t veere lineaer, og hastigheden er netop hzeldningsko-

Im
500 efficienten:
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300 _ At 20sek  ©sek

200
Hvis de involverede variable er sterrelser med enheder, bar haeldningen ogsa

100 At anferes med enheder. Hvis fx streekningen males i meter og tiden i sekundet,
0 e ber hastigheden, dvs. haeldningen, derfor som vist angives med enheden ;,"lk
£,
e 0 100 m 200 m 300m 400 m 500 m
t t s t - s
G | 1 ] ] ] |
Eksempel: Densitet som haeldningskoefficient
4rm 3 | et laboratorium vejer man forskellige portioner af en bestemt vaeske. Der
% laves en grafisk fremstilling af tabelvaerdierne over sammenhasngen mellem
Am veeskens masse m og dens rumfang V. Sammenhzaengen er en ligefrem pro-
portionalitet og hzeldningen vil netop angive vaeskens densitet:
he Av
> _Am_ 1189 .90
: Vo P=av " 150mL " mL
Hvis de involverede variable er starrelser med enheder, bar haeldningen ogsa
anferes med enheder. Hvis fx massen méles i gram og rumfanget i milliliter,
ber densiteten/haeldningen derfor angives med enheden g/mL.
Ovelse 1.48
Anvend formien i saetning 3 til at bestemme nogle af haeldningskoefficienterne i
ovelse 1.45.
Opgaver

| kapite! 4 findes en reekke opgaver om linezere funktioner.






